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SAZETAK

Eksponencijalna i logisti¢ka funkcija znacajne su pri analizi mnogih prirodnih procesa, poput
rasta bakterija, virusa, stanovni$tva 1 slicno, ovisno o vremenu t. Obzirom da je onec¢iS¢enje
okolisa jedan od najvecih problema s kojima se susre¢e danasnje drustvo, cilj ovoga rada je
pokazati primjenu logisticke funkcije u predvidanju promjene vrijednosti biokemijske
potro$nje kisika kao jednog od najznacajnijih parametara kojim se prati oneciS¢enje voda.
Naglasak rada je 1 na usporedbi logistickog 1 Streeter-Phelpsovog modela te odabiru modela

koji bolje opisuje biokemijsku potrosnju kisika.

Kljuéne rijeci: matematicko modeliranje, biokemijska potrosnja kisika, Verhulstov model,

Streeter-Phelpsov model.



SUMMARY

Exponential and logistic functions are important in the analysis of many natural processes,
like growth of bacteria, viruses, human population and similar, depending on time t.
Considering that environmental pollution is one of the biggest problems in modern society,
the aim of this thesis is to show how the logistic function can be used in predicting change
of biochemical oxygen demand, as one of the most important parameters used to describe
water pollution. Focus is also on comparing the logistic model and Streeter-Phelps model

and determining which model is better for describing changes in biochemical oxygen

demand.

Key words: mathematical modelling, biochemical oxygen demand, Verhulst model,

Streeter-Phelps model.
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UvOD



Matematicki modeli imaju Siroko podrucje primjene; od prirodnih znanosti preko
inZenjerskih disciplina sve do druStvenih znanosti. Modelima se mogu opisati ve¢ poznati
sustavi, kao §to je volumen laboratorijske ¢ase. Casa se moze podijeliti na dva dijela: baza
(krug) 1 tijelo (valjak). Volumen laboratorijske ¢ase bit ¢e jednak umnosku povrsine baze i
visine ¢aSe. Ovakav jednostavan model dobro opisuje promatrani sustav (¢asu), no nije
precizan. Ako se uzme u obzir debljina stijenke CaSe, promjer baze CaSe bit ¢e manji za
dvostruku debljinu stijenke, pa ¢e i povrSina baze ¢ase biti manja. Model koji uzima u obzir
debljinu stijenke ¢ase precizniji je od prvotnog modela. Nadalje, ¢asa se nikada ne¢e napuniti
u potpunosti do ruba, pa se za poboljSanje modela moze uzeti i maksimalna visina do koje je
moguce uliti kapljevinu u ¢asu, a da pri tome ne postoji opasnost od izlijevanja kapljevine

preko ruba ¢ase. Ovakav model je joS precizniji.

Matematickim modelom moguce je opisati dogadaje koji su se ve¢ odvili ili je njihovo
odvijanje u tijeku. Primjer takvog dogadaja je povecanje broja Cestica mikroplastike u
oceanima. Plastika se masovno pocela koristiti 60-ih godina prosloga stolje¢a. S masovnom
uporabom predmeta izradenih od plastike doSlo je i do masovnog odbacivanja takvih
predmeta u okoli$, nakon §to oni postanu neuporabljivi za ¢ovjeka. U teoriji, jedan komad
plastike raspast ¢e se na dva dijela, ta dva dijela na po jos dva dijela, novonastala Cetiri dijela
na jo$ po dva dijela. Niz se nastavlja u beskonacnost. Nastajanje mikroplastike moze se
opisati jednostavnom eksponencijalnom funkcijom. Da su znanstvenici jo§ u to vrijeme
predvidjeli eksponencijalni rast broja Cestica mikroplastike, moguée bi bilo poduzeti

odgovarajuée mjere i sprijeciti problem mikroplastike koji imamo danas.

Na sli¢an nacin, logistickim modelom se opisuje porast broja zarazenih tijekom pandemije
Covid-19. U teoriji, jedna osoba Ce zaraziti jo§ barem dvije, te dvije osobe jo$ barem po dvije
1 niz se nastavlja dok se ne zarazi cijela populacija. Eksponencijalni i logisticki modeli rasta
uglavnom nisu dobra pojava u prirodi, zbog ¢ega se od pocetka pandemije Covid-19 provode
mjere suzbijanja Sirenja zaraze. Cilj ovih mjera je izbje¢i nagli porast broja zarazenih,
odnosno pretvoriti logisticki rast u linearni.

U ovom radu pokazat ¢e se primjena Verhulstovog modela na eksperimentalne podatke

dobivene odredivanjem vrijednosti biokemijske potroSnje kisika te proracun Streeter-

Phelpsovog modela primjenom Educational Systems kalkulatora.



1.OPCI DIO



1.1. MODEL I MODELIRANJE

Rije¢ model ima razli¢ito znacenje ovisno o kontekstu. Kada se govori o matematickom
modelu onda se misli na uzorak ili obrazac koji se koristi kako bi se rijeSio matematicki
problem. Rije¢ model u matematici oznacava simboli¢nu ili konkretnu ilustraciju
matematickog problema. Modeli mogu biti vrlo isplativi i ucinkoviti alati kada god ih je

moguée primijeniti.!

Matematicko modeliranje je otkrivanje 1 testiranje matematickih prikaza ili modela stvarnih
predmeta ili procesa. Moze se opisati kao proces od realne situacije do matematickog modela

i "natrag". Modeliranje je proces izrade modela.!

Model predstavlja konstrukciju i rad sustava od interesa. Sli¢an je, ali jednostavniji od
sustava koji predstavlja. Model bi trebao poblize opisati stvarni sustav i ukljuciti ve¢inu
njegovih znacajki, no istovremeno ne bi smio biti toliko sloZzen da ga je nemoguce razumjeti
1 provoditi eksperimente s njim. Stoga se kaze da je dobar model kompromis izmedu realnosti

1 jednostavnosti.

Na pitanje "Kako se sustav ponasa?", odnosno, "Kako se stanja sustava mijenjaju u
vremenu?", moze se odgovoriti na dva komplementarna nacina. Prvi nacin je samo voditi
popis rezultata mjerenja provedenih u razli¢ito vrijeme. Ako se mjeri samo jedna varijabla,
takav popis rezultata ¢e biti skup tocaka koji opisuje vremensku ovisnost navedene varijable.
Ako se mjeri viSe varijabli, za svaku ¢e varijablu postojati neka funkcija vremena koja govori
kako se navedena varijabla mijenja u vremenu. Drugi nacin je konstruirati model sustava,
gdje je model funkcija vremena i predstavlja ocekivane vrijednosti koje bi se dobile pri
svakom mjerenju, zajedno s tumacenjem koje govori §to dobivene brojke zapravo znace.
Mnoge takve funkcije dolaze iz dobivenih informacija o tome kako se varijabla mijenja s
vremenom, S$to se moze predoCiti u obliku diferencijalne jednadzbe. RjeSavanjem
diferencijalne jednadzbe dolazi se do stvarne funkcije. Postoji nekoliko jednadzbi koje je
moguce rijesiti 1 beskonac¢an broj onih koje nije moguce rijesiti. Ako je moguce rijesiti

jednadzbu sustav je razumljiv.?



1.2. ULOGA MATEMATICKOG MODELIRANJA

Matematicko modeliranje bitna je komponenta znanstvenog istrazivanja. Modeliranjem se

mogu predvidjeti 1 objasniti ponasanja slozenih sustava te dobiti nova znanja o sustavu.

Koncept ekonomsko-ekoloskog sustava pretpostavlja medusobni utjecaj gospodarstva i
okolisa te moguénost covjekovog upravljanja takvim sustavom. Vaznost modeliranja takvih
sustava povecava se proporcionalno porastu ljudskog utjecaja na okoli§. Posebno mjesto
medu znanstvenim metodama zauzimaju matematicko modeliranje i racunalna simulacija.

Prednosti modeliranja u odnosu na provedbu eksperimenta su kako slijedi:
* dostupnost 1 primjenjivost alata za modeliranje,
* niski troSkovi 1 kratak vremenski okvir procesa modeliranja,
« viSestruke simulacije na Sirokom rasponu parametara modela ("Sto ako" analiza),
* mogucnost izrade raznih modifikacija i poboljSanja modela,

* izbjegavanje negativnih ishoda stvarnih eksperimenata i dr.

Modeliranje bi trebalo zapoceti u ranoj fazi istrazivanja, odmah nakon pocetnog promatranja
ili provedbe eksperimenta. Kada je rije¢ o zastiti okoliSa, mogu pro¢i i desetljeca prije nego
se uoce promjene nastale uslijed nekog kontinuiranog dogadaja, a do tada su promjene mozda
ve¢ postale nepovratne. Matematicko modeliranje u takvim sluc¢ajevima moze predvidjeti
negativne promjene u okoliSu i preporuciti mjere za njihovo sprjeavanje. Analiza ranih
rezultata modeliranja takoder moze predloziti kakve su dodatne informacije potrebne i koje
modifikacije modela se mogu provesti kako bi se ostvarilo $to bolje poklapanje sa stvarnim

sustavom.

Matematicki model nije kopija stvarnog svijeta nego pojednostavljenje stvarnosti koje
pomaze u otkrivanju glavnih znacajki stvarnih pojava. Modeli se u pocetku pojavljuju u
ljudskom umu (tzv. mentalni modeli). Znanstvena istrazivanja poboljSavaju i1 opravdavaju
takve mentalne modele koji potom postaju konceptualni modeli. Na konceptualnim

modelima se temelje matemati¢ki i radunalni modeli.?



1.3. KONCEPTUALNI I FIZICKI MODELI

Konceptualni modeli su modeli koji postoje samo u ljudskom umu. Moguce ih je zapisati na
papir u par recenica i/ili skica, no ne postoji nikakva fizicka stvarnost ovih modela.
Konceptualne modele koriste svi ljudi za rjeSavanje svakodnevnih problema. Primjenjuju se
od strane inZenjera ili znanstvenika pri rjeSavanju jednostavnih problema i pitanja. Medutim,
ako su navedeni problemi ili pitanja dovoljno sloZeni, inzenjeri i znanstvenici se oslanjaju na

eksperimente pri éemu se dolazi do drugih vrsta modela.”

Ovo se moze pojasniti na konkretnom primjeru gdje kemijski inzenjer Zeli odabrati
najpogodnije sredstvo za flokulaciju koje bi se koristilo za uklanjanje koloidnih Cestica iz
otpadne vode. Kemijski inZenjer ¢e stvoriti eksperimentalno okruzenje u kojem ¢e detaljno
prouciti flokulaciju koloidnih Cestica uz dodatak razli¢itih sredstava za flokulaciju, poput
FeCls, Alx(SO4); ili organskih polielektrolita. Ovakvo eksperimentalno okruzenje je
pojednostavljeni prikaz velikog taloZnika i ukljucuje samo one dijelove koji su blisko

povezani uz flokulaciju i talozenje. Koloidna disperzija u graduiranoj ¢asi postaje model.

Fizicki model, za razliku od konceptualnog modela, nije samo ideja u ljudskom umu nego
dio stvarnog fizickog svijeta. InZenjer u ovom primjeru uzima fizi¢ki model flokulacije
koloidnih Cestica kako bi razvio odredene strategije, npr. odabrati flokulant koji daje najbolje
rezultate, odrediti koja tocno koncentracija flokulanta daje najbolje rezultate i sl. Tijekom
validacije dobivenih eksperimentalnih rezultata, potencijalna rjeSenja testirat ¢e se u samom

talozniku, odnosno u realnom sustavu.

Znanstvenici primjenjuju fizicke modele na slican nain. Na primjer, znanstvenik Zzeli
razumjeti proces fotosinteze kod biljaka. Sli¢no kao i1 inZenjer, znanstvenik ¢e postaviti
pojednostavljeno eksperimentalno okruzenje, poput posudice koja sadrzi biljne stanice, gdje
moze promatrati 1 mjeriti pojedine varijable, kao $to su koncentracija CO», koli¢ina vode,
svjetlosti 1 sli€no. Ovo takoder predstavlja fizicki model i1 svaki zaklju€ak koji iz njega
proizlazi odgovara simulaciji realnog sustava. Zakljucci koji proizlaze iz ovakvog modela

moraju odgovarati podacima dobivenim iz realnih sustava, §to u ovom slucaju ¢ine biljke.?



1.4. FAZE MATEMATICKOG MODELIRANJA

Dijagram na slici 1. prikazuje veze i interakcije izmedu osnovnih faza matematickog

modeliranja, premda je bilo kakva podjela ovog tipa nepotpuna.

1. Razumijevanje - Oblikovar_mj_e _— ;
-i identifikacila pretposta_vkl [ 3. RjeSavanje
matematicka problema
prRGIcng formulacija
:I'o E.r\?;fors 5. Uporaba 6. Poboljsanje
modela modela
modela

Slika 1. Faze matematickog modeliranja.

Na temelju promatranog sustava, odnosno problema u sustavu, oblikuju se pretpostavke i
formuliraju matematickim jezikom. U ovom stupnju bitno je prepoznati i klasificirati
varijable od znacaja te pronaéi veze izmedu pojedinih varijabli kako bi se dobio tzv.
matematicki problem. Matematicki problem izdvaja se kao specifi¢nija i naprednija faza
modeliranja u odnosu na matematicki model. To¢nije, matemati¢ki model moze ukljucivati
nekoliko sasvim razli¢itih matemati¢kih problema.’ Rjesavanjem matematickog problema
dolazi se do matematickog modela. Nakon §to je matematicki model razvijen, sljede¢i vazan
korak je provjera modela kako bi se odredilo odnosi li se dobiveni model na promatrani
problem i radi li se o smislenom modelu. Model bi trebalo testirati i na stvarnim podacima,
ako je to moguce. Nakon provjere, dobiveni model spreman je za uporabu i za eventualne

korekcije u cilju pobolj$anja modela.!



1.5. MATEMATICKO MODELIRANJE I RACUNALNE SIMULACIJE

Racunalno modeliranje nadopunjuje i proSiruje tradicionalne analiticke oblike matematickog
modeliranja. Moderna racunala mogu obraditi ogromne koli¢ine podataka na brz 1 u¢inkovit
nacin, stoga je racunalna simulacija postala uobicajena dodatna ili ¢ak primarna tehnika
modeliranja, posebice kada je analiticko rjeSavanje izazovno ili nemogucée za provesti.
Racunala se Siroko koriste u interaktivnom modeliranju sloZenih ekoloskih problema, kao

$to su predvidanje vremenskih uvjeta i globalnih klimatskih promjena.’

Modeliranje daje kvantitativni opis stvarnog sustava i njegovih veza s vanjskim okruzenjem,
¢ak 1 u slucaju odsustva odredenih ¢imbenika. I tradicionalni 1 rac¢unalni modeli susrecu se s
velikim izazovima vezanima uz nemogucnost dobivanja potpunih informacija za
modeliranje. U isto vrijeme, sve ve¢e mogucnosti i razumne cijene modernih racunala
dovode do pojave novih koncepata modeliranja koji se u potpunosti temelje na racunalnoj

obradi informacija.

Moguénosti ra¢unalnog modeliranja i simulacija ne bi trebale biti precijenjene jer se
racunalni modeli takoder temelje na izvornim konceptualnim modelima. U svakom slucaju,
tradicionalno matematicko modeliranje zadrzava svoje mjesto i relevantnost kao alat za

ucenje i podrsku pri odlu¢ivanju.’

1.6. TEMELJI MATEMATICKIH MODELA

“Sustav” se moze zamisliti kao skup jednog ili viSe povezanih objekata pri cemu “objekt”
moze biti fiziCki entitet sa specificnim svojstvima ili karakteristikama. Sustavu se mogu
definirati granice, svojstva i interakcije s okolinom. Cesto, §to je sustav veéi, to je model
slozeniji. Sustav moze biti otvoren (ako stupa u interakcije s okolinom) ili zatvoren (ako ne

stupa u interakcije s okolinom).

Svojstva sustava i okoline koja imaju znaCajan utjecaj na sustav nazivaju se "varijable".
Pojam varijabla ukljucuje ona svojstva koja mijenjaju vrijednost tijekom vremena i ona

svojstva koja ostaju konstantna u vremenu. Varijable drugog tipa se Cesto nazivaju



"parametrima". Varijable koje mijenjaju vrijednosti u vremenu mogu se podijeliti u dvije
skupine: one koje stvara okolina i utjeCu na ponasanje sustava (ulazne varijable) te one koje
stvara sustav 1 utjecu na okolinu (izlazne varijable). Matematickim jezikom, ulazi se smatraju

nezavisnim varijablama, a izlazi zavisnim varijablama.

U Sirem smislu, ciljevi i zadaci modeliranja mogu biti dvostruki: usmjereni na istrazivanje ili
usmjereni na upravljanje. Specifi¢ni ciljevi modeliranja mogu biti: interpretacija sustava,
analiza ponaSanja sustava, upravljanje sustavom, rukovanje sustavom ili kontroliranje
sustava s ciljem postizanja Zeljenih ishoda, osmiSljavanje metoda za poboljSanje ili
modificiranje sustava, testiranje hipoteza o sustavu ili predvidanje odgovora sustava u

razli¢itim uvjetima.

Najces¢i pristupi modeliranju u podrucju okoliSa mogu se svrstati u pet osnovnih vrsta:
fizicko modeliranje, empirijsko modeliranje, matematicko modeliranje, modeliranje okolisa

1 prirodno modeliranje.

Matematicko modeliranje ¢ini temelj za rac¢unalno modeliranje. Ove vrste modeliranja se

dosta razlikuju jedna od druge no istovremeno se medusobno nadopunjuju.

Fizicko modeliranje ukljucuje geometrijski 1 dinamicki prikaz stvarnog sustava pomocu
skaliranog modela i provodenje eksperimenata na njemu uz biljezenje opazanja i mjerenja.
Rezultati ovih eksperimenata ekstrapoliraju se na stvarne sustave. Dimenzijska analiza i
teorijska sli¢nost se koriste u procesu kako bi se osiguralo da rezultati modela mogu biti
ekstrapolirani na stvarni sustav. Povijesno, fizicko modeliranje je bio primarni pristup kojeg

su znanstvenici slijedili u razvoju temelja prirodnih znanosti.

Empirijsko modeliranje (ili modeliranje crne kutije) temelji se na podacima o proslim
odnosima izmedu varijabli za koje se vjeruje da su znacajne za sustav koji se proucava.
Statisticki alati se Cesto koriste u ovom procesu kako bi se osigurala valjanost predvidanja za
stvarni sustav. Dobiveni model smatra se ,,crnom kutijom” buduc¢i da odrazava samo
promjene koje se mogu ocekivati u sustavu uslijed promjene ulaza. lako je upotrebna
vrijednost ovog pristupa ograni¢ena na predvidanja, pokazao se korisnim u slucaju slozenih

sustava u kojima temeljna znanost nije dobro shvacena.



Matematicko modeliranje (ili mehanicko modeliranje) temelji se na deduktivnom ili
teorijskom pristupu. Temeljne teorije 1 principi upravljanja sustavom, zajedno s
pojednostavljivanjem pretpostavki, koriste se za izvodenje matematicke veze izmedu
varijabli za koje se zna da su znacajne. Dobiveni model moze se kalibrirati koriStenjem
povijesnih podataka iz stvarnih sustava i moze se potvrditi koriStenjem dodatnih podataka.
Predvidanja tada mogu biti napravljena s unaprijed definiranom sigurnos¢u. Za razliku od
empirijskih modela, matematicki modeli odrazavaju kako su promjene u ucinkovitosti
sustava povezane s promjenama ulaznih varijabli. Pojava matematickih tehnika za
modeliranje stvarnih sustava olakSala je mnoga ograni¢enja fizickog i1 empirijskog

modeliranja.

Matematicko modeliranje, u sustini, ukljucuje transformaciju sustava koji se proucava iz
njegovog prirodnog okruzenja u matematicko okruzenje u smislu apstraktnih simbola i
jednadzbi. Simboli imaju definirana znacenja 1 njima se moze manipulirati slijede¢i strogi
skup pravila, tzv. “matematicki racun”. Teorijski koncepti 1 osnove procesa koriste se za
izvodenje jednadzbi koje uspostavljaju vezu izmedu varijabli sustava. UnoSenjem poznatih
varijabli sustava kao ulaza, ove jednadzbe ili “modeli” mogu se rijesiti kako bi se odredio
zeljeni, nepoznati rezultat. U vremenu prije racunala, matematicko modeliranje moglo se
primijeniti samo na one probleme s rjeSenjima zatvorenog oblika. Primjena na sloZene i

dinamicke sustave nije bila moguca zbog nedostatka racunalnih alata.

Trenutno postoji nekoliko razli¢itih vrsta komercijalno dostupnih softverskih alata za izradu
matematickih modela. Oni posjeduju ugradene znacajke kao Sto su unaprijed programirane
matematicke funkcije, korisnic¢ka sucelja za unos podataka i rad, opcije za naknadnu obradu

rezultata kao Sto su crtanje 1 animacija i sl.

1.7. PODJELA MATEMATICKIH MODELA

Matematicki modeli se mogu razvrstati u razli¢ite skupine, ovisno o prirodi varijabli,

koristenom matemati¢kom pristupu i ponaSanju sustava, kako slijedi:
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e deterministicki i stohasti¢ki (vjerojatni) - stohasticki model je onaj koji prepoznaje
slucajnu prirodu ulaznih komponenti; model koji ne sadrzi slu¢ajnu komponentu je
po prirodi deterministicki

e kontinuirani i diskretni - ovisno o kontinuitetu varijabli u vremenu

e staticki i dinamicki - ovisno o promjeni varijabli u vremenu

e distribuirani i nedistribuirani (lumped) - ovisno o promjeni varijabli u vremenu i
prostoru

e linearni i nelinearni - ako svi operatori u matematickom modelu pokazuju linearnost,
dobiveni matematicki model je definiran kao linearan; smatra se da je model inace
nelinearan

e analiticki 1 numericki - ovisno o tome je 1i moguce dobiti jednoznacno rjesenje ili je

nuzno raditi pretpostavke.

Deterministi¢ki modeli izgradeni su od algebarskih i diferencijalnih jednadZbi, dok vjerojatni
modeli ukljucuju statistiCka obiljezja. U kontinuiranim sustavima, promjene se dogadaju
kontinuirano kako vrijeme napreduje, dok kod diskretnih modela, promjene se dogadaju
samo kada se dogode diskretni dogadaji, bez obzira na proteklo vrijeme. U statickim
modelima rezultati se dobivaju jednim proracunom svih jednadzbi dok se u dinamickim
modelima dobivaju ponovljenim izraCunavanjem svih jednadzbi kako vrijeme prolazi.
Nedistribuirani staticki modeli su cesto izradeni od algebarskih jednadzbi dok su
nedistribuirani dinamicki modeli izradeni od obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Distribuirani
modeli se Cesto izraduju od parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Kada jednadzba sadrzi
samo jednu varijablu, odnosno svaki ¢lan 1 svaka varijabla se javlja samo na prvi stupanj,
govorimo o linearnoj jednadzbi. Ako ovo nije slucaj, rije¢ je o nelinearnoj jednadzbi. Kada
se sve jednadzbe u modelu mogu rijesiti algebarski kako bi se dobilo rjeSenje u zatvorenom
obliku, model moze biti klasificiran kao analiticki. Ako to nije slucaj, za rjeSavanje sustava

jednadZzbi potreban je numeric¢ki model.
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1.7.1 Deterministicki i stohasticki (vjerojatni) modeli

Deterministicki modeli obuhvacaju odredene kvantitativne karakteristike sustava i procesa
bez pretpostavljanja njihove vjerojatnosti. Deterministicki modeli su korisni u mnogim
realnim situacijama koje ukljuCuju relativno malo izvora neizvjesnosti u sustavu. U
modeliranju, deterministicki modeli mogu obuhvatiti prosjecne karakteristike sustava ili
procesa koji se promatra, kao $to je prosje¢na koncentracija oneciS¢ujuce tvari umjesto realne
koncentracije. Temelje se na aproksimaciji realnog procesa i vrlo Cesto se koriste za

opisivanje sustava.’

Stohasticki modeli opisuju veze izmedu stohastickih (vjerojatnih) karakteristika promatranih
sustava 1 procesa. Korisni su pri analizi ponavljajuc¢ih procesa i obi¢no zahtijevaju veliki broj

podataka kako bi se mogli iskoristiti za modeliranje.?

1.7.2. Kontinuirani i diskretni modeli

Kontinuirani modeli obuhvacaju kontinuirane varijable, dok diskretni modeli obuhvacaju
diskretne varijable. Preciznije, diskretni model ukljucuje konacan broj »n (pri Cemu je n > 1)

nepoznatih varijabli y;, y2, ..., y». OpcCeniti oblik diskretnog modela je:

P}‘()’l,J’z’---»Yn)ZO, ]=1,,m (1)
gdje je Fj(vi, y2, ..., y») neka funkcija n skalarnih varijabli, uz pretpostavku da je svaka
varijabla y; realan broj, y; ER.?

Kontinuirani modeli obuhvacaju kontinuirane (skalarne ili vektorske) nezavisne varijable x
definirane na nekoj domeni D < R", n >/ i djeluju sa skalarnim ili vektorskim funkcijama
y(x). Kontinuirani dinamicki model ukljuc¢uju i vrijeme kao jednu nezavisnu varijablu.

Opceniti oblik kontinuiranog modela je:

cbj(y) =0, j=1,..,m, (2)
gdje je @;(y) funkcional koji postavlja realnu vrijednost za svaku funkciju y iz odredenog

funkcionalnog prostora Q. Uobic¢ajeni tipovi funkcionalnog prostora Q su:
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e prostor C [a,b] svih kontinuiranih funkcija definiranih na intervalu [a,b]

e prostor L o [a,b] svih mjerljivih funkcija omedenih gotovo svugdje na intervalu [a,b].

Analogna diskretna funkcija se obicno moze konstruirati za kontinuirani model i obrnuto. Za
racunalne simulacije se obi¢no koriste diskretni modeli ili analogni diskretni modeli
kontinuiranih funkcija. Izbor izmedu kontinuiranog i diskretnog modela ovisi o svojstvima
stvarnog procesa koji se promatra. Modeli u kojima se kombiniraju diskretne i kontinuirane

varijable su hibridni modeli.

Ovisno o vrsti funkcionala @;()y) dvije osnovne skupine kontinuiranih modela su
diferencijalni 1 integralni. Integralni modeli su opcenitiji, no diferencijalni modeli su
jednostavniji, stoga, ako se proces uspjesno moze opisati diferencijalnom jednadzbom,

prednost se daje njoj.>

1.7.3. Stati¢ki i dinamicki modeli

Staticki model je onaj model koji ne sadrzi nikakvu povijest prethodno koriStenih ulaznih,

odnosno izlaznih vrijednosti varijabli. Opceniti oblik statickog modela je set algebarskih

jednadzbi:
yl = fl(uliuZi -"fun)' (3)
V2 = fo(ug, Uz, oo, Uyp), 4)
ym = fm(uliqu -"fun)- (5)

U navedenim jednadZbama, svaka izlazna varijabla y; ovisi o nekoj funkciji f; ulaznih
varijabli u;. Takoder, izlazne varijable mogu ovisiti o drugim izlaznim varijablama, premda
ovo rezultira modelom koji nema rjeSenje zatvorenog oblika. Funkcije nisu nuzno ogranic¢ene
na algebarske izraze. Nenumeri¢ke operacije se takoder mogu Kkoristiti u statickim

modelima.*
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Dinamicki modeli se koriste pri opisivanju vremensko-ovisnog ponasanja sustava. Za razliku
od statickog modela, dinamic¢ki model obuhvaca povijest prethodno koristenih ulaznih i
izlaznih varijabli. Opceniti oblik dinamickog modela obuhvacéa kombinaciju algebarskih 1

diferencijalnih jednadzbi:

d

x;it) = fi(us (), ux (1), ..., up (), x1(£), x5 (t), oo, %, (1)) (6)
d

X;Et) = fo(uy (), up(t), ..., U (£), x,(6), %5 (t), o, x, (1)) (7
d n

xdt(t) = fu(uy (£), uz (t), ..., upy (1), x,(8), x5 (1), ..., X, (1)) (®)
y1(0) = g1 (w1 (©), uz(8), ., um (8),  x1(8), x1(2), ..., %, (1)) )
yZ (t) = 91(“1(0’”2 (t), ""um(t)' xl(t)’xl(t)’ --"xn(t)) (10)
Ve (®) = g1 (g (£), ux(0), ..., Uy (2), x1 (), x1(t), ..., X, (1)) (11)

U dinamickom modelu i dalje postoje ulazne (u;) 1 izlazne ();) varijable. Osnovna razlika u
odnosu na stati¢ki model je dodatak takozvanih varijabli stanja x; koje ovise 1 o ulaznim

varijablama i same o sebi. [zlazne varijable y;(?) definirane su funkcijama g ¢iji izlazi takoder

ovise o trenutnom stanju ulaznih varijabli u; 1 o varijablama stanja x;.

U statickom modelu, iste vrijednosti ulaznih varijabli rezultirat ¢e uvijek istim vrijednostima
izlaznih varijabli. U dinami¢kom modelu, vrijednosti izlaznih varijabli u bilo kojem vremenu
ovisit ¢e i1 o vrijednostima ulaznih varijabli u tom vremenu i o vrijednostima ulaznih varijabli

predstavljenima u modelu u prethodnom vremenu.*

1.7.4. Distribuirani i nedistribuirani modeli

G = flg(®)] (12)
Ako generalizirani argument g iz izraza (12) ovisi samo o vremenu, a ne o prostornim
koordinatama, kaZe se da se radi o nedistribuiranom (lumped) modelu.> Nedistribuirani
sustav opisuje se obi¢nim diferencijalnim jednadZbama.®

14



Ako generalizirani argument g ovisi i 0 vremenu i o prostornim koordinatama, kazZe se da se
radi o distribuiranom modelu ili o0 modelu s raspodijeljenim parametrima.’ Distribuirani

sustav se stoga opisuje parcijalnim diferencijalnim jednadbama.®

1.7.5. Linearni i nelinearni modeli

Matematicki modeli sastoje se od varijabli, koje predstavljaju veli¢ine od interesa u
promatranom sustavu, i operatora koji djeluju na te varijable, a koji mogu biti: algebarski
operatori, funkcije, diferencijali i sl. Ako svi operatori u matematickom modelu pokazuju
linearnost, dobiveni matematicki model definira se kao linearan. U suprotnom, model je
nelinearan.’

Pojam linearnosti, odnosno nelinearnosti, ovisi o kontekstu. Linearni model moze sadrzavati
nelinearne izraze. Na primjer, u statistickom linearnom modelu pretpostavlja se linearna veza
izmedu parametara, no istovremeno veza izmedu prediktorskih varijabli moZe biti nelinearna.
Sli¢no, za diferencijalnu jednadzbu se kaze da je linearna ako se moze napisati pomocu
linearnih diferencijalnih operatora, iako jo§ uvijek moze sadrzavati nelinearne izraze.’
Nelinearnost je Cesto povezana s fenomenima kao §to su kaos i ireverzibilnost. Nelinearne

modele teZe je proudavati nego linearne, zbog ¢ega se &esto provodi linearizacija.’

1.7.6. Analiti¢ki i numeri¢ki modeli

Stanje bilo kojeg objekta, koji se nalazi u promatranom sustavu, moZze se opisati prostornim

koordinatama x, y i z te varijablom koja obuhvaca vrijeme ¢, prema izrazu (13)

G=flgxy zt] (13)

U nekim slucajevima parametar G iz izraza (13) moze se definirati kao analiticka funkcija
generaliziranog argumenta g. Takav model naziva se analiti¢ki. Budu¢i da su ponasanja nekih
matematickih jednadzbi dobro poznata, analiticki model koji opisuje stvarni objekt s jednom

ili vise jednadzbi omoguéava pronalazak to¢ne vrijednosti za svaki argument u vremenu.’
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Cesto je tesko, ¢ak i nemoguce, pronaéi analiticki izraz za funkciju (13). Mora se naéi
predvideni parametar G iz niza izraza koji predstavljaju ovisnosti izmedu nekih komponenti
generaliziranog argumenta. Sustav jednadzbi koje je potrebno simultano rjeSavati, najcesce

pomodu radunala, naziva se numeri¢ki model.’

1.8. PRIMJENA MATEMATICKIH MODELA U ZASTITI OKOLISA

Vecina ekoloskih sustava moze se aproksimirati linearnim i vremensko ovisnim opisima u
nedistribuiranom ili distribuiranom nacinu, barem za odredene i ogranicene uvjete.
Analiti¢ka rjeSenja moguca su za ograni¢ene vrste sustava dok raCunalno matematicko

modeliranje daje rjeSenja za probleme sloZenijih svojstava.

Matematicki modeli koji se primjenjuju za opisivanje okolisa datiraju jos iz 1900. godine.
Danas studije okoliSa moraju biti multidisciplinarne, bave¢i se Sirokim nizom zagadivaca
koji prolaze kroz slozene bioticke 1 abioticke procese u tlu, povrSinskim vodama, podzemnim
vodama 1 atmosferi. Studije okoliSa takoder obuhvacaju jednako raznolike projektirane
reaktore i1 procese koji su u interakciji s prirodnim okoliSem. Posljedicno, modeliranje
ekologkih sustava velikih razmjera &esto je sloZen i izazovan zadatak.’ Poticaj za razvoj

ekoloskih modela moze biti jedan ili viSe od navedenih:

e bolje razumijevanja procesa u okoliSu i njihov utjecaj na transport zagadivaca

e odredivanje koncentracije oneciS¢ujucih tvari u okoliSu

e predvidanje buduce koncentracije onecis¢ujucih tvari u okoliSu uzevsi u obzir razne
moguénosti odlaganja i/ili upravljanja otpadom

e zadovoljavanje regulatornih i zakonskih zahtjeva koji se odnose na emisije u okolis 1
kontrolirano ispustanje oneciS¢enja

e implementiranje dobivenih zakljucaka u projektiranje, rad i optimizaciju reaktora,
odnosno procesa

e provedba simulacije u stvarnom, komprimiranom ili proSirenom vremenu, umjesto
provedbe eksperimenta koji bi ina¢e mogao biti preopasan ili preskup

e procjena utjecaja novih aktivnosti na okolis.
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Tablica 1: Tipi¢ne primjene matematickih modela.

Okoli§

Problem

Primjena modela

Atmosfera

Oslobadanje krutih
onecis¢enja, prasina,
ispustanje opasnih plinova,

kisele kise, smog

Povrsinske vode

Ispustanje neobradene
otpadne komunalne ili
industrijske vode, procjedne
vode odlagaliSta otpada i

poljoprivrednih zemljista

Podzemne vode

Procjedne vode odlagalista
otpada i poljoprivrednih

zemljiSta

Tlo

Odlaganje (opasnog) otpada

Mora i oceani

Odlaganje mulja, izlijevanja

neobradene otpadne vode

Postavljanje koncentracijskog
modela, transport oneciS¢ujucih
tvari, raspodjela tereta otpada,
procjena utjecaja na okoli§ novih
projekata, projektiranje i analiza
sanacijskih radnji, uskladenost s
propisima i evaluacija upravljackih

radnji.

Modeliranje prirodnih ekoloskih sustava zaostaje za modeliranjem inzenjerskih sustava.

Inzenjerski sustavi su dobro definirani u vremenu i prostoru, bolje su shvaceni i lakse ih je

pratiti, kontrolirati i ocjenjivati u odnosu na prirodne sustave koje je, zbog slozenosti i

neizvjesnosti, znatno teze modelirati. Medutim, sve veca zabrinutost za ljudsko zdravlje i

suoCavanje s klimatskim promjenama potaknuli su razvoj modeliranja prirodnih sustava.

Bolje razumijevanje znanosti o okoliSu, iskustvo s inZenjerskim sustavima i dostupnost

racunala takoder su pridonijeli znacajnom napretku u modeliranju prirodnih ekoloskih

sustava. Danas se ekoloski modeli koriste za procjenu utjecaja nekadasnjih praksi te za

predvidanje buduce "sudbine" i transporta onecis¢ivaca u okolisu, s ciljem odabira prikladne

metode sanacije onecis¢enja.
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1.9. MODELI RASTA POPULACIJE

1.9.1. Malthusov model rasta populacije

Malthusov model rasta populacije dobio je ime po Thomasu Robertu Malthusu koji ga je prvi
opisao u svome radu "Esej o principima populacije".® Ovaj model se naziva jo§ i
eksponencijalni model rasta populacije i postao je temelj za ve¢inu budu¢ih modela rasta

populacije.

Rast populacije je multiplikacijski, $to znac¢i da populacije rastu prema geometrijskom nizu.
Ako prosjecna jedinka proizvodi vise od jednog potomka tijekom Zivota, populacija ¢e rasti

eksponencijalno s vremenom (slika 2).

2
g -
g = r=0.2, N(0)=10
r=0.3, N(0)=10
r=0.1, N(0)=10
‘ r=0.3, N(0)=1000
g 8 |
g =
=
m
=
o
£ 8-
. 7
<
//
o
I I I T I I
0 10 20 30 40 50

vrijeme

Slika 2. Projekcije Malthusovog modela rasta populacije pri razliitim parametrima

modela.?

Malthusov model je primjer modela jedne varijable i jednog parametra. Varijabla je veliCina

od interesa koja se promatra i obi¢no se mijenja u vremenu. Parametri su veli¢ine koje su ve¢

18



poznate prije izrade modela i uglavnom su konstantne, iako je moguce da se mijenjaju

tijekom vremena.®

Bilo koja vrsta se moze potencijalno poveéati numericki prema geometrijskom nizu.
Primjerice, ako vrsta ima nepreklapajuce populacije, a svaki organizam stvara R potomaka,
populacijski broj N u generacijama ¢ =0, 1, 2... bit Ce:
N, =N,-R (14)
N, = N, - R" (15)
gdje je N, broj jedinki u generaciji ¢; (prva generacija potomaka), Ny broj jedinki u generaciji

to, R broj potomaka i ¢ vrijeme.

Kada je generacijsko vrijeme ¢ veliko, dobije se jednadzba koja se moze aproksimirati

eksponencijalnom funkcijom:

N = Ny-exp(r-t) = Ny-e"t (16)
gdje je N; broj jedinki u generaciji ¢, Ny broj odraslih jedinki koje potencijalno mogu dati

potomke, e aproksimacija eksponencijalne funkcije i » stopa rasta.

Stopa rasta » moze biti pozitivna i negativna (slika 3).

Veli¢ina populacije
20
|

=0
2~ \
\\
T N r<0
o T —
I I I I I I
0 10 20 30 40 50

vrijeme
Slika 3. Moguéi ishodi Malthusovog modela.®
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Kada je stopa rasta populacije manja od 0 (»<0), populacija se eksponencijalno smanjuje
(plava krivulja). Kada je stopa rasta populacije jednaka 0 (»=0), populacija se ne mijenja
(zelena krivulja). Kada je stopa rasta ve¢a od 0 (»>0), populacija eksponencijalno raste

(crvena krivulja).

Parametar rasta r se u literaturi moze na¢i pod nazivima Malthusov parametar, trenutna stopa

prirodnog prirasta i stopa rasta populacije.®
Pretpostavke eksponencijalnog modela su:

1. kontinuirana reprodukcija
2. sviorganizmi su identi¢ni

3. uvjeti su konstantni u vremenu i prostoru.

Eksponencijalni model je robustan te daje razumnu to¢nost ¢ak i1 ako navedene pretpostavke
nisu u potpunosti ispunjene. Uzevsi u obzir veliku brojnost nekih populacija, za njihove stope

nataliteta i mortaliteta moze se re¢i da su podjednake.

Parametar r u eksponencijalnom modelu mozZe se tumaciti kao razlika izmedu stope nataliteta

1 stope mortaliteta prema jednadzbi:

dN_ _ N (17)
E_(b m)-N=r-N

gdje je b stopa nataliteta, m stopa mortaliteta, » intrinzicna stopa rasta populacije, N broj
jedinki i 7 generacijsko vrijeme. Natalitet je broj potomaka organizama proizvedenih od jedne
jedinke u populaciji po jedinici vremena. Mortalitet je vjerojatnost umiranja svake jedinke.

Stopa rasta populacije  jednaka je razlici nataliteta b i mortaliteta .

Nedostatak Malthusovog modela je ogranicavajuéi kapacitet sustava. Kapacitet sustava u
nekoj populaciji je maksimalna veli¢ina koju ta populacija moze dose¢i, a koju ujedno sustav
moze podnijeti neodredeno vrijeme, s obzirom na potrebne resurse. Kapacitet sustava se jo$

moze definirati kao sustav pod maksimalnim optere¢enjem.
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1.9.1.1. Primjeri primjene Malthusovog modela

Primjer 1. (Rast populacije bakterija) Biolozi su ustanovili da pod idealnim uvjetima broj
bakterija u kulturi raste eksponencijalno. Ako je u trenutku =0 u kulturi prisutno 2000

bakterija, a 20 minuta kasnije 6000 bakterija, koliko ¢e biti bakterija nakon 1 sata?’
RjeSenje: Neka je N(t) broj bakterija nakon ¢ minuta. Prema pretpostavci vrijedi:

N(t) = N, - ekt (18)
gdje su N(0)=Ny broj bakterija u pocetnom trenutku =0 i k pozitivna konstanta.
Uvrstavanjem zadanih uvjeta u izraz (18) slijedi:

6000 = 2000 - k20 (19)
RjeSavanjem jednadzbe (19) slijedi da je £=0,05493.

Potrebno je izraCunati N(60), odnosno broj bakterija nakon 60 minuta, prema jednadzbi (20):
N(60) = 2000 - e®%k (20)

N(60) = 2000 - 60005493 = 53998 (21)
Broj bakterija nakon 60 minuta je N(60)=53998, odnosno N(60)=54000.

Primjer 2. (Raspad radioaktivnog elementa) Broj jo§ neraspadnutih radioaktivnih atoma N

nekog radioaktivnog elementa nakon vremenskog intervala ¢ dan je izrazom:

N(t) = Ny - e *t (22)

gdje su Ny pocetni broj atoma i A>0 konstanta raspada.'®

Vrijeme poluraspada 7 je vrijeme za koje se od ukupnog broja na poc€etku prisutnih atoma

Ny raspadne polovica (N=Ny/2). Odreduje se eksperimentalno.’ Vrijedi:

0.5=(e%)" (23)
odakle slijedi:
INF (24)
N@=%(§

Kostur Zivog biéa sadrzi ugljik 12 (*C) koji nije radioaktivan i radioaktivni ugljik 14 (**C),

¢ije je vrijeme poluraspada 7 priblizno 5730 godina. U trenutku smrti, /=0, ugljik 14 pocinje
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se raspadati. Potrebno je odrediti starost kostura koji sadrzi 12,5% pocetne vrijednosti ugljika

14 (1/8 Np).?

RjeSenje: Vrijedi da je broj izotopa ugljika 14 u trenutku ¢ jednak:

1
N(E) = 2 Ny @
8
Uvrstavanjem (25) u izraz (24) slijedi:
t
1 INF (26)
g = o (3)
odnosno:
t
1 (1>7 (27)
g8 \2
U izraz (27) uvrsti se poznato vrijeme poluraspada 7=5730 godina:
: (28)

1 (1\5730
5=

1 izracuna se ¢. Dobivena vrijednost =17190 godina oznacava starost kostura.

1.9.2. Verhulstov model rasta populacije

Verhulstov model rasta populacije je deterministicki model, a naziva se jo§ i logistickim
modelom. Logisticki model izraZzava ograni¢enje odnosno usporavanje rasta populacije s
porastom veli¢ine populacije, predvidajuci da ¢e na kraju do¢i do stabilne tocke koja je

maksimalno odrZiva s obzirom na dostupnost resursa.®

S obzirom na nestabilnost nekog sustava za ocekivati je da ¢e dinamika rasta populacije
varirati, $to je jedan od razloga zbog kojih se Malthusov model rasta populacije smatra tesko

primjenjivim u realnim uvjetima.

Logisticki rast pretpostavlja da sustav raste eksponencijalno do tocke infleksije, pri ¢emu se
stopa rasta usporava do kapaciteta okolisa K. 1z takvog kretanja dinamike populacije dobiva

se krivulja karakteristi¢nog oblika slova S.3
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Logisti¢ki model moZe se opisati primjenom Cauchyevog problema:’

——=r.N-[1=-=
dr | K

uz pocetni uvjet Ni—=Ny, gdje parametar » opisuje brzinu rasta populacije. Pri promatranju

dN ( N ) (29)

rasta populacije vrijedi da je >0. U slucaju da je <0, veli¢ina populacije se smanjuje.

Do eksplicitnog rjeSenja Cauchyevog problema dolazi se na sljedeéi na¢in:!°

N (31)
—N.(l_%) rdt

Integriranjem izraza (31) dobije se:

dN 2

f—:r-t+C,C:const. (32)
v-(1-%)
K

Zamjenom u=N/K, N=Ku, dN=Kdu izraz (32) se moZze napisati na sljedeci nacin:

du (33)
—=7r-t+C.
,[u (1—-uw) Tt
RjeSenje integrala iz izraza (33) je:
u
In =r-t+C (34)
—-u
odnosno:
N (35)
In KN =r-t+C
1 —_ —
K
N
ron-¢ ' DD=ef (36)
Uvodenjem pocetnog uvjeta N;-o=Ny dobije se:
No _, (37)
K - NO
N = elt No (38)
K—N K — Ny
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N, N, (39)
N — K . Tt _ N .ot
® kK—n, ® kK-n,
K-e"tN, (40)
_ K-—N,
V=T e,
K - NO
N = No-Ke™ (41)
~ No-e™t + K — N,
Sto konacno daje eksplicitno rjesenje:
Ny - K (42)

N =
NO + (K - No) " e_r.t

Pri niskoj gusto¢i naseljenosti (N<<0), natalitet je maksimalan i raste do ry, Sto je ujedno i
maksimalna stopa rasta neke populacije (slika 4). Parametar 79 moZze se protumaciti kao stopa

rasta populacije ako pojedine jedinke populacije ne pokazuju medusobnu kompeticiju.

~
K

Slika 4. Graficki prikaz stope rasta populacije kada je natalitet maksimalan.®

Stopa rasta populacije » opada s brojem jedinki N i doseze 0 kada je N=K, odnosno kada je
broj jedinki dosegnuo kapacitet okoliSa. Parametar K je gornja granica rasta populacije. Ako
populacija premasuje kapacitet okolisa, onda stopa rasta populacije postaje negativna i dolazi

do pada broja jedinki.®
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Tri su moguca ishoda modela (slika 5):

1. populacija raste i doseze gornju granicu, odnosno kapacitet okoliSa, kada je Ny<K
(crvena krivulja)

2. populacija se smanjuje 1 doseze gornju granicu, odnosno kapacitet okoliSa kada je
No>K (plava krivulja)

3. populacija se ne mijenja kada je No=K ili kada je Ny =0 ( zelena krivulja).®

2000
/"-“

1500

1000
| /
P

Veli¢ina populacije

500
|

2\
o
Y
%

0 10 20 30 40 50

vrijeme

Slika 5. Graficki prikaz dinamike rasta populacije koje su mogucée prema Verhulstovom

modelu.®

Logisticki model ima dva ravnotezna stanja:

1. N*=0
2. N*=K*

Prvo ravnotezno stanje je nestabilno budu¢i da bi malo odstupanje od ove ravnoteze dovelo
do rasta populacije. Drugo ravnotezno stanje je stabilno jer se populacija i nakon malih
promjena vraca u stanje ravnoteze. Logisti¢ki model uzima u obzir dva procesa: reprodukciju

1 kompeticiju medu jedinkama iste vrste. Oba procesa ovise o veli€ini (ili gusto¢i) populacije.
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Stopa oba modela odgovara zakonu ovisnosti gustoce s koeficijentima 7y za reprodukciju i

ro/K za kompeticiju medu jedinkama iste vrste.

1.9.2.1. Primjeri primjene Verhulstovog modela

Primjer 1. (Sirenje zaraze) U populaciji od 500 miSeva njih 5 je zaraZeno zaraznom boleséu.
Model pretpostavlja da je brzina promjene broja zarazenih miSeva proporcionalna umnosku
broja zdravih miSeva i broja zarazenih miSeva. Nakon 24 sata ustanovljeno je da je jo§ 5
miSeva zarazeno. Potrebno je odrediti koliko je vremena potrebno da se zarazi pola

populacije.!!

Rjesenje: Pocetni broj zdravih miSeva je No=5. N(?) je broj zarazenih miSeva u nekom
trenutku z. 500-N(?) je broj zdravih miSeva u trenutku ¢. Pretpostavka zadatka da je brzina
promjene broja zarazenih miSeva proporcionalna umnosku broja zdravih i broja zarazenih

miSeva moze se pisati kao:

dN
— =k N (500~ N) (43)

pri ¢emu je k konstanta proporcionalnosti.'!

Ova jednadzba je obi¢na diferencijalna jednadzba sa odvojenim varijablama koja se moze

rijesiti na sljedeci nacin:

(;—lrzk-N-(SOO—N) (44)
%zk-dt (45)
ERENE R
5%0- (InN — In (500 — N)) = k-t+%-ln|€| (48)
(49)

l =500-k-t+ n|C|

"S00—N
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(50)

=|cC]- 500kt
soo—n ¢l
NGO = 500 - |C| - €500kt (51)
- 14 |C|.3500kt

Za C>0 dobije se ovisnost broja zarazenih miSeva o vremenu #:

500 - C - 500Kt (52)
1+ C - 500kt
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta N(0)=5 i N(24)=10 u prethodni izraz dobiva se:

N(t) =

1 1 99 (53)
“=99"% = 12000 M35
Uvrstavanjem dobivenih C i k u izraz (50) dobiva se:
t
500 (99)24 G4
99 \49
t
1 (99\24
59 ()

Ukoliko se za N uvrsti 250 dobije se vrijeme #~156.808 h, Sto znaci da ¢e se nakon priblizno

N(t) =

1+

157 sati zaraziti pola populacije.'!

Primjer 2. (Brzina kemijske reakcije) Promatra se kemijska reakcija nastajanja dusikovog

(IT) oksida raspadom dusikovog (IV) oksida uz oslobadanje kisika:

2NO, - 2NO + 0, (55)

Potrebno je odrediti promjenu koncentracije NO> u vremenu.'!

Rjesenje: Budu¢i da ova reakcija zahtijeva 2 molekule NO2, brzina kojom se reakcija odvija
proporcionalna je kvadratu koncentracije, pa vrijedi:
d[NO,]
dt

pri ¢emu je [NOz] koncentracija duSikovog (IV) oksida, a k je konstanta. Ova jednadZzba se

(56)

= —k[NO,]?

moze rijesiti odvajanjem varijabli kako slijedi:

d[NO,] _ (57)
o7 -
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_[[Noz]_zd[N()z] = —kj dt (58)
-1 (60)
INO.] T ket+C

pri ¢emu je konstanta C promijenjena.'!

S grafa na slici 6 vidljivo

je kako se koncentracija NO> naglo smanjuje na samom pocetku

reakcije, dok je kasnije smanjenje koncentracije usporeno, ovisno o k i C, prema izrazu (60).

i

H [NO,]

“|'.“'4-

Slika 6. Promjena koncentracije NO> u vremenu.'!

1.10. STREETER-PHELPSOV MODEL

Otopljeni kisik u vodi trosi se na respiraciju i aerobne procese razgradnje. PotroSeni kisik

nadoknaduje se otapanjem iz atmosfere i procesom fotosinteze.'?

Manjak (deficit) kisika u vodi dan je izrazom (61):

gdje je D manjak (deficit

(mg L) i y koncentracija

D=ys—vy (61)
) kisika (mg L"), u vremenu ¢, y5 koncentracija zasi¢enja kisikom

kisika (mg L) u vremenu z.

Brzina otapanja kisika aeracijom opisuje se izrazom (62):
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dy
dt
gdje je v, brzina otapanja kisika aeracijom (mg L' dan™) i k, konstanta reakcije prvog reda

(dan™).

va:ka'(YS_Y):ka'D (62)

Uz pretpostavku da je y, konstantna vrijednost pri danim uvjetima (temperatura, tlak,

salinitet...), promjena manjka kisika tijekom vremena ¢e biti:

ab__dy (©)
dt  dt
Za odredivanje k, postoje razlicite empirijske formule. Za otapanje kisika u rijeci najcesce se
koristi:
1
294 - (D,, - v)2 (64)
k, = 1
H2

gdje je k. konstanta reakcije prvog reda (dan™), D,, koeficijent molekulske difuzije za kisik

(m? dan™"), v srednja brzina rije¢nog toka (m dan!) i H prosje¢na dubina vodotoka (m).
Promjena koeficijenta molekulske difuzije za kisik u ovisnosti o temperaturi:

D,, =1,76-107*-1,037(T—20 (65)
pri cemu je T temperatura (°C).

Koncentracija kisika u vodotoku se smanjuje zbog bioloske razgradnje (oksidacije) rasprSene
1 otopljene organske tvari te zbog troSenja kisika na benticke naslage. Koli¢ina kisika
potrebna za bioloSku oksidaciju organske tvari mjeri se preko BPK (bioloske potroSnje
kisika) i izrazava se u mg O, dan™'.!> Na slici 7 prikazana je graficka promjena vrijednosti

biokemijske potroSnje kisika u vremenu.
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Slika 7. Promjena vrijednosti BPK u vremenu.'?

Na slici 8 prikazana je graficka promjena koncentracije organske tvari u vremenu.
Usporedbom slike 7 i slike 8 vidljivo je kako smanjenjem koncentracije organske tvari raste

vrijednost biokemijske potrosnje kisika.
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L(BPK) |
mg O, I

Q.

Koncentracija

Vrijeme, dani

Slika 8. Kinetika aerobne razgradnje organske tvari u vodi.'> 3

Iz kineticke krivulje razgradnje organske tvari (Slika 8) slijedi da je:

Y = LO - Lt (66)
gdje je Y smanjenje koncentracije organske tvari u vremenu (mg L), Ly podetna
koncentracija organske tvari izrazena preko BPK (mg L), a L, koncentracija organske tvari

u vremenu ¢ izrazena preko BPK (mg O, LY.

Promjena koncentracije organske tvari s viemenom je:

ar__dl (7
dt ~  dt

Uz pretpostavku da je reakcija razgradnje organske tvari prvog reda, brzina v, ¢e biti:

dL 68
vy =—t =~k dt (68)
Integriranjem izraza (68) dobije se:
Le _ e (69)
Lo

odnosno:
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Ly =Ly ekt (70)

pri ¢emu je & konstanta brzine reakcije razgradnje organske tvari (dan™).

Biokemijska potro$nja kisika nakon 5 dana moze se izraziti kao razlika pocetne koncentracije

organske tvari Lo 1 koncentracije organske tvari nakon 5 dana Ls.

BPK; =Ly — L (71)

Koncentracija organske tvari nakon 5 dana Ls bit ¢e jednaka

Ls=Lg-e s (72)

Kombinacijom izraza (71) i izraza (72) dobiva se:

BPKs =Ly —Ly-e ¥ 5 =1L, (1 —e ") (73)
odnosno:
_ BPK; (74)
07 1 —ekrS
Na osnovu kineti¢kih jednadzbi otapanja kisika aeracijom i bioloske razgradnje organske
tvari, Streeter 1 Phelps su jo§ 1925. godine izveli model stanja kisika u vodnom sustavu uz
pretpostavku da je promjena koncentracije kisika u vodnom sustavu ovisna o potro$nji

organske tvari:'?

ar__dv 75
dt ~ dt
odnosno:
dy  dD (76)
dt  dt
Uvrstavanjem izraza za promjenu koncentracije organske tvari te prema izrazima (67) 1 (68)
slijedi:
@b _ _dl, @
dt ~ dt
ap (78)
PO

Razgradnja organske tvari i otapanje kisika reaeracijom dogadaju se istovremeno, pa se
kombinacijom izraza (62), (63) i (78) moze odrediti promjena manjka kisika tijekom

vremena.
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dD
2 o Li—keD (19)

Uvrstavanjem izraza (69) u izraz (79) i zamjenom moze se pisati:
dD (80)

E-I‘ka'D:kr'Lo'e_kr't

RjeSavanjem ove jednadzbe dolazi se do Streeter-Phelpsovog modela za stanje otopljenog

kisika u vodotoku po kojem se u svakom vremenu moze izracunati manjak kisika D;:

_ kT.LO

(81)
Dy = k, —k,

(e—kr-t _ e—kr-t) + Do . e—ka-t

Streeter-Phelpsova jednadzba koristi se kao alat za modeliranje kvalitete oneciS¢ene vode.
Model opisuje kako se koncentracija otopljenog kisika smanjuje duz vodotoka rijeke

smanjenjem biokemijske potrebe za kisikom.'*
Najveci manjak kisika Dyi; ¢e biti:

(82)

_nr . oKt
Dyrie = T Lo - e™"rkrit
a

Vrijeme u kojemu ¢e se pojaviti kriticni manjak je kriti¢no vrijeme #i: opisano jednadzbom:

1 k Dy (kg —k
e = [ (1 - 2o Cha k) )
ko —k, Lk, k- Lo

Uz srednju brzinu vodotoka v, kriti¢ni manjak kisika bit ¢e na kriticnoj udaljenosti xi::
Xirit = Cirit " V (84)
Na slici 9 prikazana je krivulja potrosnje kisika (zelena krivulja), proces obnavljanja kisika

reaeracijom (roza krivulja) i vrecasta krivulja (plava krivulja). Vrecasta krivulja dobije se

zbrajanjem krivulje potrosnje kisika i krivulje obnavljanja kisika.
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Slika 9. Graficki prikaz vremenske promjene koncentracije kisika u vodi.'?

Jednostavni Streeter-Phelpsov model temelji se na pretpostavci da je vrijednost biokemijske
potrosnje kisika (BPK) ravnomjerna po poprecnom presjeku rijeke i krece se poput ¢epa duz
vodotoka (tzv. plug flow) bez mijeSanja. U obzir se uzima samo jedan nacin smanjenja
koncentracije kisika u vodi (tzv. ugljicna biokemijska potroSnja kisika ili ugljicni BPK) i
jedan izvor kisika (reaeracija), Sto dovodi do pogresaka u modelu. Model ne ukljucuje
sedimentaciju biorazgradljivih organskih tvari, otapanje suspendiranih biorazgradljivih

organskih tvari, potrebe sedimenta za kisikom te utjecaj fotosinteze i respiracije na ravnotezu

kisika.'*

1.11. OTPADNE VODE

Otpadne vode su iskoriStene vode nastale pri uporabi svjeze vode u kucanstvu, komercijalnim

djelatnostima 1 industriji (komunalne i industrijske otpadne vode). Sastav otpadnih voda iz
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razli¢itih izvora je varijabilan i konstantno se mijenja, zbog ¢ega je dosta teSko dati opcenitu
definiciju otpadnih voda. Otpadna voda takoder podrazumijeva i vodu koja otjece s ulica i
krovova stambenih objekata tijekom kisnih perioda (oborinske vode) te procjednu vodu

odlagalista otpada i s poljoprivrednih zemljista.'®

Otpadna voda sadrzi i do 99,9 % vode, dok preostalih 0,1 % cine organske otpadne tvari,
mikroorganizmi i anorganske komponente, otopljene ili suspendirane u vodi. Ovakva se voda

ne bi smjela ispustati u prirodne recipijente poput rijeka, jezera, mora i oceana bez obrade. !°

Na slici 10 prikazani su tockasti i rasprSeni izvori oneis¢enja vode. U tockaste izvore
oneciS¢enja vode ubrajaju se kucanstva i industrijska postrojenja. RasprSeni izvori

onecis¢enja podrazumijevaju otpadnu vodu s poljoprivrednih zemljista.

STAMBENI OBJEKTI |

POLJOPRIVREDNE @ ¢ ) | l
R Kuéanske
otpadne vode

RasprSeni
izvori
one&iséenja

VODNI
RESURSI

. Industrijske
" otpadne vode
: ‘;

Slika 10. Izvori oneciséenja vode.'®

Tockasti izvori
oneciscenja

1.11.1. Kuéanske otpadne vode

Kuc¢anske (komunalne, fekalne ili gradske) otpadne vode nastaju u kucanstvima (tijekom

uporabe toaleta, kupanja i tuSiranja, priprave hrane i pranja odjece), zdravstvu, Skolstvu,
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ugostiteljstvu 1 drugim neproizvodnim djelatnostima. Najvaznije svojstvo kuéanskih

otpadnih voda je biorazgradljivost. Prema stupnju biorazgradljivosti razlikuju se:

e svjeze kucanske otpadne vode
e odstajale ku¢anske otpadne vode

e septicke kuc¢anske otpadne vode.!”

Pod svjezim vodama podrazumijevaju se vode u kojima jo$ uvijek nije napredovala bioloSka
razgradnja, odnosno one vode u kojima koncentracija otopljenog kisika nije znacajno manja
od koncentracije kisika u vodi iz vodovoda. Odstajale ku¢anske otpadne vode ne sadrze kisik,
buduéi da je on potroSen u bioloskoj razgradnji otpadnih tvari. U septickim kucanskim
otpadnim vodama biorazgradnja je toliko napredovala da se odvija anaerobno te je

uspostavljena ravnoteZa izmedu razgradivaca i organskih tvari.'8

Pokazatelji sastava kucanskih otpadnih voda su: koli¢ina rasprSenih tvari, biokemijska

potroSnja kisika (BPK) 1 sadrzaj mikroorganizama fekalnog podrijetla.

1.11.2. Industrijske otpadne vode

Industrijske otpadne vode nastaju kao posljedica uporabe vode u tehnoloskim procesima i pri
proizvodnji energije.'® Sastav industrijske otpadne vode, a time i postupak obrade, uveliko
ovisi o vrsti industrije iz koje ona potjece.!> Koli¢ina industrijskih otpadnih voda ovisi o
tehnickoj razini procesa u svakoj industriji 1 smanjuje se unapredenjem industrijskih
tehnologija.!” Industrijske otpadne vode mogu sadrzavati teske metale, luZine, kiseline, soli,

1.17

mineralna ulja i ugljikovodike, fenole i aromatske spojeve, radioaktivne tvariisl.”” Opcenito

se industrijske otpadne vode mogu podijeliti u dvije osnovne skupine:

e Dbioloski razgradljive industrijske otpadne vode

e bioloski nerazgradljive industrijske otpadne vode.!’

Bioloski razgradljive industrijske otpadne vode nastaju u prehrambenoj industriji, industriji
sapuna, deterdzenata i sl. Budu¢i da ovakve otpadne vode sadrze biorazgradljive organske

tvari, tijekom obrade se smiju mijesati s ku¢anskim otpadnim vodama.
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Bioloski nerazgradljive industrijske otpadne vode uglavnom nastaju u industriji ugljena i
Celika, nemetalnih minerala te u industrijskim pogonima povrSinske obrade metala. Ovakve
otpadne vode sadrze visoki udio suspendiranih tvari koje se mogu ukloniti koagulacijom i
flokulacijom, uz dodatak soli Zeljeza ili aluminija i nekih vrsta organskih polimera. Nakon

obrade, ove otpadne vode se smiju mijesati s ku¢anskim otpadnim vodama.

1.11.3. Oborinske vode

Oborinske vode su znacajan izvor oneciS¢enja vode u prirodi, a do njihovog onecis¢enja
dolazi veé u atmosferi.!® Prolaskom oborinske vode kroz atmosferu dolazi do otapanja

plinova i1 vezanja necistoca iz zraka. Ovakve padaline nazivaju se kisele kiSe.

Pod oborinske vode svrstavaju se 1 otpadne vode od navodnjavanja te oborinske vode koje
ispiru poljoprivredne povrsSine i oneciS¢uju se zbog prisutnosti nerazgradenih pesticida,

hranjivih soli i umjetnih gnojiva.

1.11.4. Klasifikacija Stetnih tvari

Stetne tvari koje dospijevaju u vodu klasificiraju se prema promjeni kakvoée vode koju

uzrokuju i to na:

e fizikalne
e fizioloSke
e kemijske

e Dbioloske."?

Fizikalne Stetne tvari mijenjaju fizikalne pokazatelje kakvoce vode kao $to su toplinska,

elektri¢na i opti¢ka svojstva, gustoca, viskoznost, mutnoéa, povrinska napetost i dr.'?

Fizioloske S$tetne tvari mijenjaju okus i miris. Na primjer, H2S ve¢ u koncentraciji od 0,001

mg L' daje miris na pokvarena jaja.'?
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Kemijske Stetne tvari mijenjaju kemijske pokazatelje kakvoce vode kao §to su koncentracija
vodikovih iona te sadrzaj otopljenih kemijskih tvari koje mogu biti anorganskog i organskog
porijekla.'® Anorganske tvari, kao §to su natrij, bakar, olovo i cink, esto se mogu naéi i u
ku¢anskim 1 u industrijskim otpadnim vodama. Ove tvari uglavnom zadrzavaju svoju
stabilnost i tesko se razgraduju djelovanjem mikroorganizama.'> Organske tvari mogu biti
bioloski razgradljive i1 bioloski nerazgradljive. Biorazgradljivi dio otpadnih voda potjece od
ljudskih fekalija, proteina, masti, ostataka nastalih tijekom proizvodnje hrane te sapuna.'®

Bioloski nerazgradljive organske tvari uglavnom podrazumijevaju naftne derivate i polimere.

Biokemijska potrosnja kisika (BPK) je pokazatelj sadrzaja razgradljive organske tvari, a
oznacava koli¢inu kisika potrebnu za biolosku razgradnju organske tvari pomocu

mikroorganizama. Izrazava se u mg O, L™ vode.!?

Petodnevna biokemijska potroSnja kisika (BPKs) oznacava potrosnju kisika za razgradnju
organske tvari u vremenu od 5 dana i pri temperaturi od 20 °C. Izrazava se u mg O, L™

vode.'?

Kemijska potroSnja kisika (KPK) je mjera kisikova ekvivalenta sadrzaja organskih i
anorganskih tvari koje su podlozne oksidaciji s jakim kemijskim oksidansom i izrazava se u

mg Oz L! vode.'?

Bioloske Stetne tvari mijenjaju bioloSke pokazatelje kakvoce vode, odnosno dovode do
promjena zivotnih zajednica u vodnom ekosustavu. Kao bioloski pokazatelji najcesce se
primjenjuju: stupanj saprobnosti, stupanj bioloske proizvodnje, mikrobioloSki pokazatelji,

stupanj otrovnosti i indeks razlike.!?

1.11.5. Ponovna uporaba i recikliranje vode

Recikliranje vode je postupak uzimanja otpadne vode iz razli€itih izvora, obrade otpadne
vode i1 ponovne uporabe vode u korisne svrhe. Ova praksa moze osigurate alternativne zalihe
vode za ljudsku potrosnju i vode za neke druge svrhe, poput primjene u agrikulturi, za

ispiranje ulica i u industrijske svrhe.!” S druge strane, iz otpadne vode mogu se dobiti i
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vrijedni nutrijenti, poput spojeva fosfora, dusika 1 kalija, a koji dalje mogu biti iskoriSteni

kao gnojivo.

Pravilo 3R (engl. Reduce, Reuse, Recycle; hrv. smanyjiti, ponovo iskoristiti, reciklirati) moze

se primijeniti i na uporabu vode:

e reduce / smanjiti — izbjegavati ili smanjiti potroSnju vode kroz provedbu mjera za
ocuvanje vode te na taj nacin doprinijeti nastanku manje koli¢ine otpadne vode
e reuse/ponovno upotrijebiti — ponovo upotrijebiti vodu za istu svrhu ili za drugu svrhu
bez prethodne obrade
e recycle / reciklirati — upotrijebiti ve¢ koristenu vodu za neku drugu svrhu uz
prethodnu obradu.?°
Vazno je napomenuti da se najveca prednost daje opciji smanyjiti, potom ponovno upotrijebiti,
a tek onda reciklirati. Za optimalni uc¢inak 1 maksimalnu odrzivost bitno je slijediti ovu

hijerarhiju.

1.12. METODE ODREDPIVANJA BIOKEMIJSKE POTROSNJE KISIKA

U otpadnoj vodi dolazi do mikrobioloske razgradnje organskih tvari, pri ¢emu
mikroorganizmi tro$e kisik otopljen u vodi. Nemoguce je izravno odrediti koli¢inu organskih
tvari podloZnih razgradnji zbog cega se koristi kisikov ekvivalent organske tvari odreden

preko biokemijske potrosnje kisika u BPK testu.'?

Bakterije u otpadnoj vodi razmnozavaju se u prisutnosti organskih tvari i kisika. Otprilike
jednu tre¢inu organskih tvari bakterije ¢e iskoristiti za rast i razmnozavanje, dok ¢e se
preostale dvije tre¢ine organskih tvari oksidirati do ugljikovog dioksida i vode na racun
otopljenog kisika. Biokemijska potrosnja kisika odreduje se iz razlike koncentracije
otopljenog kisika na pocetku i koncentracije kisika preostale u vodi nakon ¢ dana.?! BPK test
uveden je krajem 19. stoljec¢a u Velikoj Britaniji. Znanstvenici su primijetili kako je potrebno
priblizno pet dana da voda dode od izvora do us¢a te da se temperatura vode ne podize iznad
20 °C. Kao rezultat ovog zapazanja definirani su ¢imbenici za odredivanje vrijednosti

biokemijske potrosnje kisika: vremenski period od pet dana i temperatura od 20 °C.?
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Vrijednost biokemijske potroSnje kisika ovisi o velikom broju ¢imbenika:

e vrsti otpadnih voda,

e vrsti i broju mikroorganizama,
e koncentraciji kisika,

e trajanju ispitivanja,

e temperaturi,

e osvjetljenju,

e optereéenosti biologkih procesa i s1.'8
Odredivanje biokemijske potroSnje kisika moze se provoditi na viSe nacina:

e metodom razrjedivanja,
e manometarskom metodom,

e kulometrijskom metodom."?

1.12.1. Metoda razrjedivanja

U Winklerovu bocu ulije se uzorak otpadne vode i razrijedi pripravljenom otopinom za
razrjedivanje. Titracijom natrijevim tiosulfatom uz Skrob kao indikator odreduje se
koncentracija otopljenog kisika prije 1 nakon pet dana inkubacije pri 20 °C. Vrijednost

biokemijske potroSnje kisika dobiva se razlikom ovih dviju koncentracija.

1.12.2. Manometarska metoda

Elektronski senzor tlaka OxiTop pri¢vrsti se na bocu u kojoj se nalazi uzorak otpadne vode.
Bakterije troSe kisik otopljen u vodi tijekom razgradnje organske tvari. PotroSeni kisik u vodi
nadomjesta se kisikom iz boce. Elektronski senzor tlaka OxiTop mjeri pad tlaka unutar boce

i izrazava ga u mg O»/L.>
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1.12.3 Kulometrijska metoda
Kisik koji se tro$i na oksidaciju organske tvari u uzorku vode nadoknaduje se elektrolizom.

Koli¢ina potroSenog kisika proporcionalna je koli¢ini kisika koji se proizvodi elektrolizom.

Koli¢ina proizvedenog kisika ra¢una se ovisno o koli¢ini utro$ene elektri¢ne struje.'®

41



2. EKSPERIMENTALNI DIO
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2.1. ODREPIVANJE BIOKEMIJSKE POTROSNJE KISIKA
METODOM PO WINKLERU

Metoda po Winkleru temelji se na odredivanju koncentracije otopljenog kisika u uzorku prije
1 nakon inkubacije u odredenom vremenu, u tami pri 20 °C. Razlika izmedu vrijednosti
koncentracije kisika na pocetku i nakon odredenog vremena predstavlja biokemijsku
potros$nju kisika BPK. Uzorke otpadne vode nuzno je razrijediti otopinom za razrjedenje.

Navedena otopina zasi¢ena je kisikom i sadrzi hranjive soli.??

Za provedbu odredivanja BPK metodom po Winkleru potreban je slijede¢i pribor:
Winklerove boce, odmjerna tikvica od 2 L, stakleni lijevak, trbuSaste pipete, gumeno

crijevo.!?

Otopina za razrjedenje pripravlja se uz dodatak pufera, FeCl; x 6H,O, MgSO4 x 7H>0 i
CaCl."* Uzorak otpadne razrijedi se pripravljenom otopinom za razrjedenje. Razrijedena
otpadna ulijeva se u Winklerove boce pomoc¢u gumenog crijeva kako bi se izbjeglo stvaranje
mjehurica zraka koji bi mogli negativno utjecati na rezultat analize. Pocetna koncentracija
kisika odreduje se analizom uzorka iz prve Winklerove boce. U preostalim bocama

koncentracija kisika odreduje se nakon 1, 2, 3,4, 5, 71 8 dana.?

Koncentracija kisika odreduje se dodatkom reagensa MnSO4 1 KI u bocu s uzorkom. Boca se
dobro promijesa i ostavi mirovati u tami 15 dana. Tijekom tog perioda stvara se pahuljasti
talog. Talog moze poprimiti boju od bijele preko zuto do smede, ovisno o koncentraciji
prisutnoga kisika u uzorku. Kada se talog slegne, u uzorak se dodaje koncentrirana HoSOs.
Uzorak se iz Winklerove boce prebaci u Erlenmayerovu tikvicu i titrira natrijevim
tiosulfatom uz dodatak skroba kao indikatora. Dodatkom Skroba otopina poprima plavu boju.

Titracija se provodi do obezbojenja.!* 2

Dodatkom MnSO4 u otpadnu vodu nastaje Mn(OH), prema izrazu (85). Nastali Mn(OH),
reagira s kisikom otopljenim u vodi i oksidira se do MnO(OH), prema izrazu (86).
MnO(OH), oksidira jodidne ione do elementarnog joda, dok se on reducira do Mn?" iona,

prema izrazu (87).
Mn?*(aq) + 20H™ (aq) » Mn(OH),(s) (85)

43



2Mn(OH),(s) + 0,(g) = 2MnO(OH),(s) (86)
MnO(0OH), + 2]~ (aq) + 4H* (aq) » Mn?*(aq) + J,(s) + 3H,0(1). (87)

Titracijom uzorka tiosulfatom dolazi do redukcije nastaloga joda u jodid i oksidacije

tiosulfata u tetrationat, prema reakciji:

25,05 (aq) + J2(s) = S,05 (aq) + 2]~ (aq). (88)

Biokemijska potro$nja kisika u vremenu ra¢una se prema izrazu:

BPK: = (vo"ve) "R (39)
gdje je BPKt biokemijska potrosnja kisika u vremenu ¢ (mg O» /L), yo masena koncentracija
kisika u prvoj boci (mg Oz L), y, masena koncentracija kisika (mg O> L) nakon inkubacije

u vremenu ¢, R faktor razrjedenja.'

Vrijednosti yo1 y; raunaju se prema izrazu:

1
V(Na;$,03) - c(Na;S,03) - f(Na,S,03) e M(02) 1000 »

Yo liliye =

Vvode - Vreagensa

gdje je V(Na:S>0O3) volumen otopine natrijevog tiosulfata utroSen za titraciju (mL),
c(Na:S-03) koncentracija otopine natrijevog tiosulfata (0.025 mol L), f{NaS>03) faktor
otopine natrijevog tiosulfata (0.998), Viode volumen Winklerove boce (mL), Vieagensa volumen
dodanih reagensa (mL), 4 iz stehiometrije reakcija koje se zbivaju pri titraciji, M(Oz)

molarna masa molekule kisika (31.9988~32 g mol!).!?
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2.2 PARAMETRI ZA ODREDIVANJE STREETER-PHELSPOVOG
MODELA

U tablici 2 navedeni su zadani parametri potrebni za odredivanje Streeter-Phelpsovog
modela. Prora¢un Streeter-Phelpsovog modela proveden je primjenom kalkulatora na web

stranici Educational Solutions.?*

Tablica 2. Zadani parametri za primjenu Streeter-Phelpsovog modela.!?

Naziv parametra Oznaka Vrijednost Mjerna jedinica
Minimalni protok rijeke Vk 8,5 m’ 5!
Protok efluenta Vi 1,33 m?s!
Linearna brzina rijeke VR 3,2 km h!
Temperatura efluenta Tk 20 °C
Temperatura rijeke Tr 15 °C
BPKSs efluenta BPKsE 200 mg O, L™
BPKs rijeke BPKsE 1 mg O, L
Sadrzaj kisika u efluentu VE 0 mg O, L
Stupanj zasi¢enosti rijeke kisikom SZ 90 %
Konstanta brzine razgradnje kr, 20°c 0,3 dan’!
organske tvari pri 20 °C

Konstanta aeracije kojom se otapa ka, 20°c 0,7 dan’!
kisik iz zraka pri 20 °C

Temperaturni koeficijent za k; TKr 1,135 -
Temperaturni koeficijent za ka, TK 1,023 -
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3.REZULTATI I RASPRAVA
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3.1. VERHULSTOV MODEL

Eksperimentalni rezultati odredivanja biokemijske potrosnje kisika tijekom perioda od 8

dana prikazani su u tablici 3.

Tablica 3. Prikaz rezultata mjerenja biokemijske potrosnje kisika.??

t(dan) | V(Na>S:03) (mL) | Viede (mL) | y (mgO,L") BPK (mg O, L")

0 13,00 291,01 8,92 0

1 10,70 29421 7,26 165,73
2 10,50 291,37 7,20 172,26
3 10,30 293,83 7,00 191,97
4 9,80 287,78 6,81 211,76
5 9,70 291,28 6,65 226,91
7 9,50 292,42 6,49 24320
8 9,40 291,28 6,44 247,48

Primjenom Cauchyevog problema (izraz (29)) opisan je logisticki model. Postupak dobivanja
eksplicitnog rjeSenja opisan je izrazima (30)-(42). Kako bi se odredio odgovarajuci
matematicki model koji opisuje promjenu vrijednosti biokemijske potrosnje kisika BPK
nuzno je odrediti kapacitet sustava K, koji ¢e u ovom slucaju biti jednak pocetnoj
koncentraciji kisika Ly, 1 brzinu rasta populacije 7, koja je jednaka konstanti brzine potro$nje

kisika k.

3.2.1. Odredivanje kapaciteta sustava K

Logaritmiranjem jednadzbe (67) dobiva se jednadzba pravca:

logL; = logLy — k-t (91)
gdje je k=k,/2,303.

Logaritamsko-diferencijalna metoda temelji se na diferenciranju jednadzbe (91) po vremenu

t
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Z—}; v =1Ly (=10 — k- 1) (In10) - (=) (92)

odnosno

dY
E=v=2,303-L0-k-10—k-t ©3)

gdje je v brzina potro$nje kisika (mg O, L).1

Logaritamski oblik prethodne jednadzbe je jednadzba pravca gdje se k moze izracunati iz

nagiba pravca, a Ly iz odsjecka na ordinati:

logv = 1log(2,303- Ly k) — k- t. (94)
Iz izmjerenih podataka prikazanih u tablici 4, koriStenjem programa Microsoft Excel,
izraCunata je brzina potros$nje kisika v 1 graficki je prikazana promjena log v u odnosu na

vrijeme ¢ (slika 11).

2,5
y =-0,183x + 2,0055
R?=0,9999
2
s | e
e
& e
1| T
...
...... .
0,5
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8
At, srednji

Slika 11. Ovisnost logaritma brzine potrosnje kisika log v o srednjem vremenskom

intervalu A4z.
JednadZzba dobivenog pravca je:

logv = log(2,303- Ly k) —k-t. (95)

Iz nagiba dobivenog pravca (95) odreduje se konstanta k i to prema izrazu (96):
k = —(nagib pravca) = —(—0,183)dan™?! (96)
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odakle slijedi da je k=0,183 dan™.
Iz odsjecka pravca na osi y odreduje se pocetna koncentracija kisika Lo:

log[2,303 - Ly - k] = odsjeCak pravca na y osi = 2,0055 97)
odakle slijedi da je Ly=240,3007 mg O, L. Podetna koncentracija kisika predstavlja

kapacitet sustava, K.

Brzina rasta populacije » odreduje se iz poznatih vrijednosti biokemijske potrosnje kisika,
vremena i kapaciteta sustava K (odnosno pocetne koncentracije kisika L), uvrStavanjem u
jednadzbu (42), pri ¢emu je Ny vrijednost biokemijske potroSnje kisika nakon 1 dana BPK; 1
N vrijednost biokemijske potroS$nje kisika nakon ¢ dana BPK; Za izracun brzine rasta

populacije koristeni su podaci BPK5=226,91 mg Oz L' i /=5 dana, kako slijedi:

BPK, -K

BPK; = L _ ©8)
BPK, + (K — BPK,) - e—75 dan

165,73 - 240.29 mg 0, L1 99

165,73 = g2 9

165,73 + (240,29 — 165,73) - -5 dan

Brzina rasta populacije  iznosi 1,963 dan’!.

Kapacitet sustava K=240,3007 mg O> L' i brzina rasta populacije 7=9,05 dan™' uvrstavaju se

u izraz (42) pa slijedi:

= N, - 240,3007 mg 0, L™* (100)
" N, + (240,3007 mg 0, L~ — N,) - e~ 1963 dan't

gdje je t vrijeme izraZzeno u danima, Ny vrijednost biokemijske potrosnje kisika nakon 1 dana
BPK; 1 N vrijednost biokemijske potro$nje kisika nakon ¢ dana BPK;. Pojednostavljeno, izraz

(100) moze se pisati kako slijedi:

BPK, - 240,3007 mg 0, L™ (101)

BPK, =
© 7 BPK, + (240,3007 mg 0, L' — BPK,) - e~ 1963 dan""t

U izraz (101) uvrsStava se poznata vrijednost BPK; iz tablice 4:

165,73 - 240,3007 (mg 0, L™1)2 (102)

BPK, =
£ 165,73 mg0,L~1 + (240,3007 — 165,73) mg0,L-1 - e~1963 dan~1t

odnosno:
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9 [_]
|65’ 73 + 74’5 7 . e—1,963 dan~1t ‘g 2

BPK, =

Budu¢i da su mjerenja biokemijske potrosnje kisika provedena svakoga dana u trajanju od 8
dana, osim 6. dana, moguce je primjenom dobivenog modela (izraz (103)) izracunati
vrijednost biokemijske potrosnje kisika nakon 6 dana BPKjs:
39824,92 104
- o Mg 0, L (1o
165,73 + 74,57 . e—1963dan™ -6 dan

Vrijednost BPKj, izra¢unata matematickim modelom, iznosi 240,2939 mg O, L.

BPK,

Primjenom dobivenog matematickog modela (izraz (103)) moze se izraCunati vrijednost

biokemijske potroSnje kisika nakon 10 dana:

39824,92 (105)
m -1
165,73 + 74’57 - e~ 1963 dan—1-10 dan 9 02 L

Vrijednost BPK jy, izraGunata matemati¢kim modelom, iznosi 240,3 mg O, L.

BPKIO =

Usporedbom rezultata dobivenih pomoc¢u modela uocava se kako se vrijednosti BPKs i1
BPK o razlikuju tek za 0,0061 mg O> L', Obzirom na to da je vrijednost kapaciteta sustava
K=240,3007 mg O, L', prema modelu ne bi trebalo biti zna¢ajnijeg porasta BPK vrijednosti.
Eksperimentalni rezultati iz tablice 4 za mjerenja provedena nakon 7 i 8 dana blago odstupaju

od modela.
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3.2 STREETER-PHELPSOV MODEL

Na temelju zadanih podataka u tablici 3, koriStenjem kalkulatora web stranice Educational

Solutions, odraden je proracun i graficki prikaz Streeter-Phelpsovog modela.

Prvi korak odredivanja modela je unos vrijednosti konstante razgradnje organske tvari pri 20

°C (k') 1 konstante aeracije kojom se otapa kisik iz zraka pri 20 °C (k'2) (slika 12).
Step 1: Enter problem statement

BOD rate constant

k= 0.3 lday

Rearation rate constant

k2= 0.7 Iday

Slika 12. Prvi korak: unosenje podataka za konstantu razgradnje organske tvari pri 20 °C

(k") 1 konstantu aeracije kojom se otapa kisik iz zraka pri 20 °C (k2).

Drugi korak odredivanja Streeter-Phelpsovog modela je unos temperature rijeke 7z i stupnja
zasi¢enja rijeke kisikom SZ, pri ¢emu kalkulator automatski ra¢una topljivost kisika u rijeci
pri zadanoj temperaturi i koncentraciju otopljenog kisika u rijeci s obzirom na stupanj

zasi¢enja (slika 13).

Step 2: Enter or calculate the longitudinal dispersion coefficient, E

Stream temperature

Temp= 15 °G (in whole degrees C [0-30])

Saturation concentration: 10.15 mg O4/L

DO concentration at. 90 % saturation

Results in a DO of: 9.135 mg O,/L

%Saturation . .
DOofstream = OTSatumtum Concentration

Slika 13. Drugi korak: unoSenje temperature rijeke i izratun koncentracije otopljenog

kisika u rijeci s obzirom na zadani stupanj zasic¢enja.
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Treci korak je unos temperature otpadne vode koja se ispusta u rijeku 7k, volumnih protoka
rijeke 1 otpadne vode koja se ispusta u rijeku (Flow rate), pocetne koncentracije kisika u
otpadnoj vodi koja se ispusta u rijeku (Initial DO concentration) te BPKs vrijednosti za rijeku

1 otpadnu vodu koja se ispusta u rijeku (BODjs) (slika 14).

Step 3: Determine the temperature, DO, and BOD of the stream/waste mixutre

Stream Waste
Temperature 15°C 20 °C
Flow rate 8.5 133
(in identical units)
Initial DO concentration 10.15 mg/L 0 mg/L

BOD; 1 mglL 200 mg/L

Slika 14. Tre¢i korak: unoSenje temperature otpadne vode koja se ispusta, protoka rijeke i
otpadne vode, pocetne koncentracije kisika u otpadnoj vodi te BPKs vrijednosti rijeke 1

otpadne vode.

Na temelju unesenih podataka, kalkulator automatski racuna temperaturu nakon mijesanja
rijene vode 1 otpadne vode (7r), poCetnu koncentraciju otopljenog kisika u mjesavini (/nitial
DO of mixture), vrijednost BPKs mjeSavine (Initial BODs of mixture) te pocetnu

koncentraciju organskih tvari u mjeSavini (BOD;, od mixture) (slika 15).
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Calculations

Data Point Value  Unit Equation
. (WasteFlow « WasteTemp) + (StreamFlow x StreamTemnp)
Equilibrium temperature  15.677 °C temp =
WasteFlow + Stream Flow
- . . (WasteFlow « Waste DO) + (StreamFlow * StreamDO)
Initial DO of mixture 8.777 mg 0y/L DOof Mizture =

WasteFlow + StreamFlow

(WasteFlow * Waste BOD;) + (StreamFlow x StreamBODy;)

Initial BODs of mixture ~ 27.925 mgBOD/L  BOD; = WasteFl o Yal
asteFlow + StreamFlow

BOD;x

BOD, of mixture 35.945 mg BODI/L BODyp, = Tl
— e *h

Slika 15. Izracun podataka nakon mijeSanja rijeke i otpadne vode.

U cetvrtom koraku vr$i se korekcija konstante razgradnje organske tvari &' i konstante
aeracije kojom se otapa kisik iz zraka k'2 s obzirom na temperaturu novonastale mjeSavine

rijeke 1 efluenta (slika 16).
Step 4: Correct the BOD-rate constant and reaeraation-rate constant to the temperature of the mixture

Mixture temperature 15677 °C

Waste temperature 20 °C
k'2 0.7 Iday
k' 0.3 [day

k'2 temperature Coefficient

1.023 corrected for temperature = 0.634 /day

k' temperature Coefficient

1.135 corrected for temperature = 0,174 /day

Slika 16. Cetvrti korak: korekcija konstante aeracije (k'2) i konstante razgradnje organske

tvari (k") s obzirom na temperaturu novonastale mjesavine rijeke i otpadne vode.

U petom koraku, kalkulator automatski prikazuje podatke nuzne za odredivanje kriti¢ne
tocke u vodotoku, s obzirom na zadanu brzinu vodoka (Stream velocity): temperatura rijeke
(Stream Temperature), pocetnu koncentraciju organske tvari (BODy), otopljeni kisik u rijeci

prije ispustanja otpadne vode (DO), pocetnu koli¢inu otopljenog kisika u mjesavini rijeke i
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otpadne vode (Initial DO of mixture) te topljivost kisika (Saturation Concentracion) (slika

17).

Step 5: Data for the determination of critical points in the stream

Stream Temperature 15 E
BOD, 35.945 mg BOD/L
DO 9135 mg O/l

Initial DO of mixutre 8777 mgO,/L

Saturation Concentration 10.15  mg O,/L

Stream velocity

v= 3.2 km/hr

Slika 17. Peti korak: prikaz podataka potrebnih za odredivanje kriti¢ne tocke u vodotoku.

Na temelju svih unesenih i izracunatih podataka, kalkulator prikazuje tablicu sa svim
podatcima nuznim za odredivanje kriti¢ne tocke: pocetni manjak otopljenog kisika (/nitial
DO deficit of the system (Dy)), kriticno vrijeme (Time to reach the critical point (t.)), kriticna
udaljenost (Location of critical point (x.)), manjak kisika u kriticnoj tocki (DO deficit at the
critical point (DOp)), otopljeni kisik u kriti¢noj tocki (DO at the critical point (DOc¢)), BPKs
vrijednost u kriti¢noj tocki (BODs of a sample at the critical point (BODjs)) (Slika 18).
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Calculation of critical points

Data Point Value Unit Equation
Initial DO deficit of th
e IGLerte 1.373 mg O/l Dy = Saturation C'onecentration at mizture temp — DO of mixture
system (Dg)
Time to reach the critical 1 [ Dy (ke — k'
2527 deys fo= —_in(i2yq - Dol —E)
point (tc) ky—k k K BODp,

Location of critical point

X0 194093 km X, = Stream Velocity * ¢,
DO deficit at the critical k' corrected ¥

6.341 mg OuL DOy, = Saturation Concentration — (————— * BODy, of mizture x e~ corectedrte
point (DOL) ehie & (k’g corrected wof )

DO at the critical point k' corrected

(DO 3.809 mg Oa/L DOy, = Saturation Concentration — ( * BODy e* mme‘mf)
C.

k4 corrected

BODs of a sample at the mg

18.011 = i —(K correctedste\ 1 ,—Kinitial+s
critical point (BODs) BODIL BOD; = BOD of mizture(e J1—e )

Slika 18. Izracun podataka kriti¢ne tocke.

Kao krajnji rezultat proracuna Streeter-Phelpsovog modela dobije se graficki prikaz

promjene koncentracije otopljenog kisika u rijeci s obzirom na udaljenost od mjesta ispusta

otpadne vode u rijeku (slika 19).

Concentration in mg O./Liter

Distance in Kilometers

Slika 19. Graficki prikaz promjene koncentracije otopljenog kisika u rijeci s obzirom na

udaljenost od ispusta otpadne vode u rijeku.

Na isti nacin, koriStenjem kalkulatora web stranice Educational Solutions, moze se provesti
proracun Streeter-Phelpsovog modela za slucaj ispusStanja otpadne vode koja je uzeta za

primjer pri odredivanju Verhulstovog modela. Eksperimentalni podatci dobiveni tijekom
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odredivanja BPK vrijednosti dani su u tablici 3. Iz tablice 3 uzima se BPK;s vrijednost
efluenta, dok se preostali parametri uzimaju iz tablice 2. Prvi korak proracuna prikazan je na
slici 12, dok je drugi korak proracuna prikazan na slici 13. Tre¢i korak proracuna je unos
temperature otpadne vode, volumnog protoka rijeke 1 otpadne vode, pocCetne koncentracije
kisika u rijeci 1 u otpadnoj vodi te BPK;srijeke 1 otpadne vode (slika 20). BPKs otpadne vode
u ovom primjeru iznosi 226,91 mg Oz L', dok je u prethodnom slu¢aju BPKs iznosio 200

mg Oy L.

Step 3: Determine the temperature, DO, and BOD of the stream/waste mixutre

Stream Waste
Temperature 16 °C 20 2
Flow rate ag 133

(in identical units)

Initial DO concentration 10.15 mg/L 0 mg/L

BOD; 1 mg/L 226.91 mg/L

Slika 20. Tre¢i korak: unosenje temperature otpadne vode koja se ispusta, protoka rijeke i
otpadne vode, pocetne koncentracije kisika u otpadnoj vodi te BPKs vrijednosti rijeke i

otpadne vode.

Na slici 21 prikazani su novi izracunati parametri s obzirom na vrijednosti BPKs=226,91 mg
0, L. Usporedbom vrijednosti sa slike 15 i slike 21, vidljivo je kako porastom vrijednosti
BPK;s efluenta raste vrijednost BPKs mjeSavine (BODs of mixture) 1 iznos pocetne koli¢ine

organske tvari u mjeSavini (BODy, of mixture).
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Calculations

Data Point Value  Unit Equation
WasteFl WasteT Stri Fl StreamT’
Equilibrium temperature  16.677 °C temp = (WessteFlow  WekteDsmp) | Sorensndlions StteamTemp)
WasteFlow + StreamFlow
/i 1 i + low * Streas
D oF e 8777 mg 0ol DOof Mizture — (WasteFlow « Waste DO) + (StreamFlow = StreamDO)

WasteFlow + StreamFlow

(WasteFlow x Waste BOD;) + (StreamFlow x StreamBOD;)

Initial BOD5 of mixture 31.566 mg BODI/L BODs =
s WasteFlow + Stream Flow

BOD;

BOD, of mixture 40632 mg BODIL BODy, = ————
o e—ox.iq

Slika 21. Izracun podataka nakon mijeSanja rijeke i otpadne vode.

Korekcija konstante razgradnje organske tvari k' i konstante aeracije kojom se otapa kisik iz
zraka k'2 s obzirom na temperaturu novonastale mjeSavine rijeke i efluenta prikazana je na

slici 16.
Podatci potrebni za odredivanje kriti¢ne to¢ke dani su na slici 21.

Step 5: Data for the determination of critical points in the stream

Stream Temperature 15 °C
BOD, 40632 mg BODIL
DO 9135 mgOsL

Initial DO of mixutre 8BTIT mg O/l

Saturation Concentration 1015 mg O/l
Stream velocity
v=|32 km/hr
Slika 21. Podatci potrebni za odredivanje kriti¢ne tocke.

S obzirom na do sada unesene podatke, kalkulator racuna podatke za odredivanje kriticne

tocke (slika 22).
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Caleculation of critical points

Data Point

Initial DO deficit of the
system (Dg)

Time to reach the critical
point (t.)

Location of critical point
X0

DO deficit at the cntical
point (DO, )

DO at the critical point
(DO)

BOD; of a sample at the
critical point (BODs)

Value

1.373

2.56

196.622

7127

3.023

20.243

Unit

mg O/l

days

km

mg O/l

mg Cof/l

mg
BOD/L

Equation

Dy = Saturation Concentration at mizture temp — DO of mizture

1
B—F

Dy(k, — #)

k' BODy, )

¥,
to= In(2)(1 -

X, = Stream Velocity « t,.

k' corrected e
DOy, = Saturation Concentration — ( * BODy, of mizture x e * correctedite)

Ky corrected

k' corrected o B
DOy, = Saturation Concentration — ( s + BOD + ¥ comectedstey

kY, corrected

BOD; = BOD of mimture(e—(k'mweaﬁdxt,)(1 = E—k’lmtiahb)

Slika 22. Izracun podataka kriti¢ne tocke.

Usporedbom podataka sa slike 18 1 slike 22 vidljivo je kako porastom vrijednosti BPKs

efluenta koji se ispuSta u rijeku raste BPKs u kriticnoj tocki. Kriticno vrijeme, kriti€na

udaljenost i manjak kisika u kriticnoj tocki su ve¢i §to je BPKs efluenta veci. Koncentracija

kisika u kriticnoj tocki je manja $to je BPKs efluenta veci.
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4. ZAKLJUCAK
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Verhulstov ili logisticki model moze posluziti za opisivanje eksperimentalnih rezultata
dobivenih u laboratorijskim uvjetima. Ovaj model je dobar za okvirna predvidanja promjene
vrijednosti biokemijske potro$nje kisika, no buduéi da ne uzima u obzir nikakve dodatne
parametre, ne moze se koristiti za precizno izraCunavanje BPK niti kao zamjena za

eksperimentalno mjerenje.

Vrijednost BPK raste u vremenu dok se ne zadovolji kapacitet okoliSa, nakon ¢ega vrijednost
stagnira. Kapacitet okolis$a se obi¢no zadovolji nakon pet dana, zbog ¢ega se vrijednost BPKs
uzima kao relevantna. Ako bi vrijednost BPK nastavila rasti bez ograni¢enja, u pitanju bi bio

Malthusov ili eksponencijalni model, a ne Verhulstov.

Proracun Streeter-Phelpsovog modela proveden je koriStenjem kalkulatora web stranice
Educational Solutions. U drugom primjeru proracuna uvrStena je veca vrijednost BPKs
efluenta. Usporedbom proraduna za razli¢ite vrijednosti BPKs efluenta uoceno je kako
kritino vrijeme, kriticna udaljenost i manjak kisika u kriti€noj tocki rastu, dok se

koncentracija kisika u kriti¢noj toc¢ki smanjuje s porastom BPKs efluenta.

Streeter-Phelpsov model, za razliku od Verhulstovog modela, uzima u obzir znatno viSe
parametara, kao S§to su protok rijeke i efluenta, temperaturu rijeke i efluenta, konstantu
aeracije, konstantu brzine razgradnje organskih tvari i sl. Zbog toga je Streeter-Phelpsov
model puno bolji izbor od Verhulstovog modela pri opisivanju promjene vrijednosti BPK u

realnim uvjetima.

Opcenito, matematicki modeli dobar su alat za predvidanje tijeka nekog dogadaja, no
podrazumijevaju idealan tijek dogadanja. U praksi se nikada ne bi trebali koristiti odvojeno,
nego uvijek u kombinaciji sa stvarnim eksperimentalnim rezultatima. Sinergija modela i

eksperimenta u konacnici daje nabolje 1 najpreciznije rezultate.
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